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1. Hilfsmittel (s. [3]) 
 
 
Def.: 
 

Sei J  ein nicht-leeres Intervall von . 
Sei  eine Abbildung. φ →:    J
Wir definieren jetzt: 
 

 1. φ
 

→:    J  ist convex genau dann, wenn 

[ ] ( )( ) ( ) ( ) ( )∀ ∈ ∀ ∈ φ + − ≤ φ + − φ,   0;1   1 1x y J t tx t y t x t y
 

 2. 
 

Gelte ( )φ ⊆ +J . 

φ →:    J  ist logarithmisch convex genau dann, wenn 

( )φln :   J →   convex ist. 
 

Rem.: 
 

Gelte φ ⊆ . ( ) +J

Da  convex und monoton steigend ist, gilt das 
Folgende: 

→exp :  

 
( )
( )

:     ist logarithmisch convex  

:     ist convex

J

J

φ →

φ →

⇒
 

 
 
 
 
Satz: 
 

 

Vor.: 
 

Sei J  ein nicht-leeres offenes Intervall von . 
Sei φ  eine differenzierbare Abbildung. →: J
 

Beh.: 
 

( )
( )

:  ist convex  

:  ist monoton steigend

J

J

φ → ⇔

′φ →
 

 
 
 
 
Satz: 
 

 

Vor.: 
 

Sei J  ein nicht-leeres offenes Intervall von . 
Sei φ  eine a 2-mal differenzierbare Abbildung.  →: J
 

Beh.: 
 

( ):  ist convex  

0

Jφ →
′′φ ≥

⇔
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2. Gamma-Funktion (s. [3]) 
 
 
Die Gamma-Funktion Γ →+:     ist für alle  defi-

niert durch das absolut konvergente Integral 

α ∈ +

 

     ( )
∞

α− −τΓ α = τ ⋅ τ

>

∫ 1:  

0
0

e d

 
Nach [3] gilt: 
 
     ist analytisch (1) Γ →+:    

 
    ( ) ( )∀α ∈ Γ α + = α ⋅ Γ α+   1  (2) 

 
    ( )∀ ∈ Γ + =  10k k !k  (3) 

 

     (4) 
( )
:     ist logarithmisch convex

und also auch convex

Γ →+

 
    ( )Γ =1 1 und ( )Γ =2 1 (5) 
 
Wegen (4) und (5) gilt: 
 
     ist monoton steigend (6) [Γ | 2; [∞
 
Wir definieren nun eine Funktion ] [γ ∞ →: -1;  durch 
 
    ] [ ( ) ( )∀ ∈ − ∞ γ = Γ +1;   : 1u u u  
 
Dann gilt nach (2): 
 
    ] [ ( ) ( ) ( )∀ ∈ − ∞ γ + = + γ1;   1 1v v v v

[∞

 (7) 
 
Zusätzlich gilt wegen (6): 
 
     ist monoton steigend (8) [γ | 1;
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3 Zwei Transformationen für Po- 
  tenzreihen 
 
 
Für jedes  existieren zwei Transformationen von Potenz-

reihen: 

α ∈ +

 

    
1

      
0 0

n na x a xn nn
n n

∞ ∞
+α

+ α= =
∑ ∑  (T1)

 
und 
 

    
( )

1 1
      

!
0 0

n nb x b xnn nn n

∞ ∞

n
+α

γ + α= =
∑ ∑  (T2)

 
Für jedes t ∈ + , für das die betrachtete Potenzreihe absolut 
konvergent ist, sind auch die zwei Transformationen (T1) und 
(T2) absolut konvergent. 
 
Für die Transformation (T1) gilt: 
 

    
1 1

0 0

n na x x a xn nn
n n

′∞ ∞ +α α−  =
 + α= = 
∑ ∑  

 
Das Differenzieren der Transformation (T2) resultiert im gün-
stigen Fall in einer gutartigen gewöhnlichen linearen Dif-
ferentialgleichung. Dann liefert ein Vergleich der Transforma-
tion (T1) mit den Termen der Lösung dieser DGL (s. Kapitel 7) 
eine interessante Gleichung. Mann kann diese Methode auf jede 
Potenzreihe anwenden, bei der ein “gutartige” innerer Zusam-
menhang der b  besteht. n
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4 Betrachtung von ln(1+x) 
 
 
Sei . α ∈ +
Sei ] [0;1=J . 
Wir definieren eine Abbildung f J  durch : →
 

    

( ) ( ) ( )

( ) ( )

11
  : ln 1

1
11 1 !

             
!

1

n
nt J f t t t

n
n

n n nt
n

n

∞ −−
∀ ∈ = + = =

=
∞ −− −

=
=

∑

∑
 

 
Nach Analysis gilt: 
 
    f J  ist wohl-definiert und differenzierbar : →
 

Wir definieren eine Folge ( )
0

bn n∈
 durch 

 

    
( ) ( )

0       0
   : 10 1 1 !       0

n
n b nn n n

=∀ ∈ =  −− − >
 

 
Dann gilt das Folgende: 
 

    ( ) 1
  

!
0

nt J f t b tnn
n

∞
∀ ∈ =

=
∑  
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5. Differenzieren von (T1) 
 
 
Wir definieren eine Abbildung : →f J  durch 
 

    ( ) 1
  :

1
0

nt J f t t
t

n

∞
∀ ∈ = =

− =
∑  

 
Nach Analysis gilt: 
 
    f J  ist wohl-definiert und differenzierbar : →
 

Wir definieren die Folge ( )
0

an n∈
 durch 

 
        : 10n an∀ ∈ =

 
Dann gilt das Folgende: 
 

     ( )  
0

nt J f t a tn
n

∞
∀ ∈ =

=
∑

 

- 6 - 



Gelte x J . ( )id |=

Wir wenden nun die Transformation (T1) auf : →f J  an und 
erhalten die Abbildung : :A J →α
 

    

( )
( )

( )

( )
( )

1 1  :
1

0

1 1              
1

0

1
              

1

nt J A t a tnn
n

nt
n

n

nt
n

n

∞
+ α+∀ ∈ = =α + α +=

∞
+ α+= =

+ α +=
∞

+α=
+ α=

∑

∑

∑

 

 
Offenbar ist  wohl-definiert und differenzierbar 

und es gilt: 

:A J →α

 

    ( ) ( )  
1
t

t J A t t f t
t

α
α′∀ ∈ = ⋅ =α −

 

 
bzw. 
 

     ist eine Stammfunktion von :A J →α 1
x

x

α

−
 on J       (*) 
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6. Differenzieren von (T2) 
 
 
Wir wenden die Transformation (T2) auf f J  an und erhal-
ten die Abbildung B J : 

: →
: →α

 

    ( )
( )

( ) ( )
( )

11 1 !
  :

0 1

nb nn nnt J B t t t
n n

n n

∞ ∞ −− −+α +∀ ∈ = =α γ + α γ + α= =
∑ ∑ α

J

 

 
Offenbar ist B J  wohl-definiert und differenzierbar 

und es gilt für alle t : 

: →α
∈

 

    

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

11 1 ! 1

1
11 1 !1 1

1
2

11 1 !1 1
1

2

1 !1

1
11 1 !1

1
11 1 !1 1 1

1

1

n n nB t n t
n

n
n n nt n
n

n
n n nt t
n

n
n n nt t

n
n

n n nt nt
n

n
n n nt t nt
n

n

∞ −− − +α−′ = + α =α γ + α=
∞ −− −α + α += + + α

γ α + γ + α=
∞ −− −α +α−= + =

γ α γ + α −=
∞ −α +α= + =

γ α γ + α=
∞ −− −α +α= − =

γ α γ + α=
∞ −− −α α+ −= − =

γ α γ + α=

=

∑

∑

∑

∑

∑

∑

( )

t α− =

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )( ) ( )

11 1 !1

1

11 1 !1 1

1

1 1

n n nt t x t
n

n

n n nt t x x t
n

n

t t x B x t

′∞ − − −α α+  − =
 γ α γ + α = 

′∞ − − −α α+ −α +α = −
 γ α γ + α = 

′α α+ −α= − αγ α

∑

∑ =
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Für alle t  gilt: J

α

J

∈
 

     ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1x B x t t B t t B t
′ − α+−α −α ′= −α +α α

 
Dann folgt für alle t : ∈
 

    

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 11

1

B t t t t B t t B t

t B t tB t

− α+α α+  −α ′ ′= − −α + α αγ α  

α ′= + α −α αγ α

=α
 

 
bzw. 
 

    ( ) ( )
( )

( )1
1 t B t t B tα′+ = + αα αγ α

 

 
bzw. 
 

    ( )
( ) ( )

( )1
1 1

t B t
t t

B t
αα′ = +α α+ γ α +

 

 
Schließlich erhält man: 
 

    ( ) ( ) ( )

 genügt der linearen gewöhnlichen DGL

1
 on 

1 1

B

y y x J
x x

 α 
α′ α− = α α+ + γ α 

              (9) 
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7. Lösung der DGL (s. [2]) 
 
 
Satz: 
 

 

Vor.: 
 

Sei I  ein nicht-leeres offenes Intervall von . 
Sei g I  eine stetige Abbildung. : →
Sei h I  eine stetige Abbildung. : →
Sei ξ ∈ . I
Sei η ∈ . 
 

Beh.: 
 

Das Anfangswertproblem 
 
    ( ) ( ) ( )        t y h t y t′ + = ξ = ηy g  I∈
 
hat genau eine Lösung. Sie existiert auf ganz I . 
 

Bem.: 
 

Sei  die Stammfunktion von g I  mit :G I → : →
( )ξ = 0G , d.h. 

 

    ∀ ∈  ( ) ( )   

t

t I G t g d= τ

ξ
∫ τ

 
Dann gilt für die Lösung des Anfangswertproblems: 
 

    ∀ ∈  ( ) ( ) ( ) ( )    

t
G t Gt I y t e h e d

 
 − τ= ⋅ η + τ ⋅ τ 
 

ξ 
∫

 
Die obigen Integrale sind offenbar alle wohl-definiert. 
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8. Anwendung des vorherigen 
   Satzes 
 
 
Für die Anwendung der Substitutionsregel benötigen wir eine 
Abbildung { } { }:  \ 1 \ 1ϕ → − , die definiert ist durch 
 

    { } ( )\ 1   :
1
s

s s
s

∀ ∈ ϕ =
−

 

 
Dann gilt das Folgende: 
 
    { } { }:  \ 1 \ 1  ist differenzierbarϕ → −  

    { } ( )
( )

1
\ 1   :

21
s s

s
′∀ ∈ ϕ =

−
 

    ] [1
0; 0;1

2
  ϕ ⊆    

 

 
und 
 
    { } { }:  \ 1 \ 1  ist bijektivϕ → −  

     { } { }1 :  \ 1 \ 1  ist differenzierbar−ϕ − →

    { } ( )1\ 1   :
1
t

t t
t

−∀ ∈ − ϕ =
+

 

 
Nach [3] gilt der folgende Satz (Substitutionsregel): 
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Satz: 
 

 

Vor.: 
 Seien 

1
, 0;0 2

 ∈   
s s  ] [1

Cave!: 0; 0;1
2

   ϕ ⊆    
 
 

. 

Sei die Abbildung ] [: 0;1 →u  definiert durch 

    ] [ ( ) 1
0;1   :

1 1
t

t u t
t t

α =  ∀ ∈
+ + 

 

 
Beh.: 
 

] [: 0;1u →  ist differenzierbar und es gilt: 

    ( )
( )

( )
1

1
00

s s
u d d

ss

ϕ
ατ τ = σ

− σ
ϕ
∫ ∫ σ 

 
Bem.: 
 

Die obigen Integrale sind offenbar wohl-definiert. 
 

Bew.: 
 

Nach [3] gilt: 
 

    ( )
( )

( )
( )( ) ( )

00

s s
u d u d

ss

ϕ
′τ τ = ϕ σ ϕ σ

ϕ
∫ ∫ σ 

 

Damit folgt für alle 
1

0;
2

 σ ∈   
: 

 

    ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1
21 1 1

u
α ϕ σ

′ϕ σ ϕ σ = ⋅ ⋅ + ϕ σ + ϕ σ − σ 
 

 

Die Terme können interpretiert werden 
1

0;
2

  σ ∈    
: 

 

    
( )
( ) ( ) ( )( )( )1

1

α α ϕ σ − α= ϕ ϕ σ = σ
+ ϕ σ 

 
 

    
( )

1 1 1
1

11
1 1

= = =σ+ ϕ σ  +  − σ − σ 
1

 − σ

 

Schließlich gilt für alle 
1

0;
2

 σ ∈   
: 

 

    ( )( ) ( )
( )

1
1

α′ϕ σ ϕ σ = σ ⋅u
− σ
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Im speziellen Fall von Kapitel 6. ist I J=  und die Abbildun-
gen g J  und h J  sind definiert durch →: →:
 

      ( ):
1

t J g t
t

α
∀ ∈ = −

+
 

    
( ) ( )

1
  ( ):

1
t J ht t

t
α∀ ∈ =

+ γ α
 

 

Wir definieren nun eine Abbildung 
1

: 0;
2

  → α  
T  durch 

 

    ( ) ( ) ( ) ( )( )1
0;   : 1
2

s T s s B  α∀ ∈ = γ α ⋅ − ⋅ ϕ  α α 
s

 

 
Wir beweisen schließlich: 
 

    
1

 ist eine Stammfunktion von  auf 0;
1
x

x 2
T

α  
 α −  

        (**) 

 
bzw. 
 

    ( ) ( )1 1
, 0;   0 02 1

0

s

s s T s T s d

s

  α∀ ∈ − = σ ⋅  α α − σ  ∫ σ  
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Beweis: 

Sei 
1

0;0 2
s ∈ 



 und gelte ( ): :0 0t s= ϕ ∈

→:

Jξ = . Dann gilt für die 

Stammfunktion G J  of g J  mit →: ( ) 0G ξ = : 
 

     ( ) ( ) ( )( )  ( ) ln 1 ln 1

t

t J Gt g d t∀ ∈ = τ τ = −α + − + ξ

ξ
∫

und 
 

    ( ) 1
  

1
G tt J e

t

α+ ξ ∀ ∈ =  + 
 

 
und 
 

    ( ) 1
  

1
tG tt J e

α +−∀ ∈ =  + ξ 
 

 
Da B  eine Lösung des Anfangswertproblems α
 
    ( ) ( ) ( ) ( )        y g t y h t y B t′ + = ξ = ξα J∈

J

 

 
ist, kann man den Satz aus Kapitel 7. anwenden und erhält für 
alle t : ∈
 

    ( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1 1

t
t

B d
 α α α + τ   = ξ + ⋅   α α + ξ + τ γ α + τ    ξ 

∫B t       (10) 
+ ξ

τ
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Damit gilt für alle t : ∈ J
 

    ( ) ( )
( )

( )11
1 1

tt
B B

α α+ +
ξ = ξ  α αα+ ξ  + ξ

 

 
und 
 

    

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

1 1
1 1 1

1 1

11 1

1
1

1

1 1
1 1

t
t

d

t
t

d

t
t

d

tt
d

α α α + τ + ξ ⋅ ⋅   + ξ + τ γ α + τ   ξ

α αα+ +τ
⋅ ⋅α α+ τ γ α+ ξ + τξ

α α+ τ −α⋅ ⋅ + τ τ =
γ α + τ

ξ

α α+ τ ⋅ ⋅ τ γ α + τ + τ 
ξ

∫

∫

∫

∫

τ =

ξ
τ =

 

 

Jetzt wenden wir die Substitution 
1
t
t

=s
+

 auf die letzten 

beiden Gleichungen an. 
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Man erhält für alle 
1

0;
2

 ∈   
s : 

 

    
( ) ( )

( )( )
( )

( )
11

1 1

ss
B B

αα + ϕ+ ϕ 
ξ = ξ  α αα+ ξ  + ξ

 

 
und 
 

    

( )
( ) ( )

( )

( )( )
( ) ( )

( )

( )( )
( )

1 1
1 1 1

1 1
1 1

0

1 1
1

0

s
s

d

s
s

d

s

ss
d

s

ϕα α α+ ϕ  τ + ξ ⋅ ⋅ τ  + ξ + τ γ α + τ   ξ
ϕα α+ ϕ τ ⋅ ⋅ τ γ α + τ + τ 
ϕ

α+ ϕ α⋅ σ ⋅ σ
γ α − σ

∫

∫

∫

=

=  
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Jetzt kann man die Terme in (10) interpretieren und erhält für 

alle 
1

0;
2

 ∈   
s : 

 

    

( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )

1
0

1 0

1 1
          +

1
0

s
B s B s

s

ss
d

s

α+ ϕ
ϕ = ϕ +α αα

+ ϕ

α+ ϕ α⋅ σ ⋅
γ α − σ∫ σ

              (11) 

 
bzw. 
 

    

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 0 0

1
          

1
0

s B s s B s

s
d

s

−α −αγ α + ϕ ϕ − + ϕ ϕ = α α 

α= σ ⋅ σ
− σ∫

 

 

bzw. ( )1 1
0;   1
2 1

s s
s

  ∀ ∈ + ϕ =   −  
 

 

    ( ) ( ) 1
0 1

0

s
T s d

s

α− = σ ⋅α α − σ∫T s  σ
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9. Eine interessante Gleichung 
 
 
Nach (*) und (**) gilt: 
 

    
1

   0 on 0;
2

A T
  ′ ′∀α ∈ − =  + α α   

 

 
Also existiert eine Abbildung :  λ →+  mit 

 

    ( ) ( ) ( )1
  0;    

2
s A s ∀α ∈ ∀ ∈ λ α = − + α 

T sα  

 
Da ( ) ( ) lim lim 0

0 0
A s T s

s s
∈ = =+ α α→ + → +

∀α , gilt das Folgende: 

 
    ( )   0∀α ∈ λ α =+  

 
Nach den Definitionen von Aα  and Tα  gilt für alle α ∈  und 

alle 

+
1

0;
2

 ∈   
s : 

 

    ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )( )
11 1 !1

1 0
1

1 1

n n nns s s
n n

n n

∞ ∞ −− − +α+α α− γ α − ϕ =
+ α Γ + α += =

∑ ∑  

 
Jetzt kann man die Terme interpretieren: 
 

    
( )

( )

11 1
    

1
1

n
n

n n
i

i

−γ α
∀ ∈ ∀α ∈ = ⋅+ + Γ + α + + α + α=

∏  

 
und 
 

    ( ) ( )( )
( )

1
  0;  10 2 1

nsnn s s s
ns

+α+α  α∀ ∈ ∀α ∈ ∀ ∈ − ϕ = +   −
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Schließlich erhält man die folgende Gleichung (für alle 

 und alle α ∈ +
1

0;
2

∈ 
s ): 


 

    
( )
( )

( )1 111 11 1
0

11 1 1

n nn n ns
ni i nsn i i

− −∞ −    − − +α     !
− =

    + α + α−=  =   =  
∑ ∏ ∏  
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